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v

def.
Def. f : X — Y otwarte <— UCX otwarty

f(U) otwarty w Y

Uw. Odwracalne odwzorowanie f : X — Y jest otwarte <
odwzorowanie odwrotne f=! : Y — X jest ciagte.

Ciggta bijekcja f : X — Y jest homeomorfizmem <= jest
odwzorowaniem otwartym.

Niech Kx := {x € X : ||x]| < 1} oznacza kule jednostkowa w
przestrzeni unormowanej X. Kule o srodku w xo € X i promieniu
r > 0 mozna zapisac jako xo + rKx = {xo + ry : y € K.}

Lem. Rozwazmy T : X — Y operator liniowy oraz otwarte kule
jednostkowe Kx i Ky w przestrzeniach unormowanych X i Y.

T jest odwzorowaniem otwartym <— 3 rKy C T(Kx).
r>0
Jesli to zachodzi, to T jest surjekcja.
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T jest otwarty <— 3 rKy C T(Kx).
r>0

Dowdd:

“=" Jesli T otwarte, to T(Kx) jest zbiorem otwartym. Skoro

0 € T(Kx), to istnieje r > 0 takie, ze rKy C T(Kx). Ponadto
wybér r 0o

Y=UnKy C U nT(Kg)" 2% T(U nKx) = T(X).
n=1

n=1 n=1
Czyli T(X) =Y.
“«=" Zatézmy, ze rKy C T(Kx) dla pewnego r > 0. Wezmy
zbiér otwarty U C X. Niech y € T(U) i niech x € U taki, ze

Tx = y. Skoro U otwarty, to istnieje 6 > 0 taka, ze x + dKx C U.
Zauwazmy, ze

y+0rKy Cy+0T(Kx) = Tx+6T(Kx) = T(x+Kx) C T(U).

Czyli T(U) wraz z kazdym punktem zawiera jego otoczenie.
Zatem T(U) jest zbiorem otwartym. |
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Twierdzenie Banacha o operatorze otwartym

Niech T € B(X,Y), gdzie X i Y przestrzenie Banacha.

T jest surjekcja <= T jest odwzorowaniem otwartym.

Dowéd: “<" wynika z Lem.
=" Zatézmy, ze T jest surjekcja. Wtedy

Y = T(X) = T(U) nKx) = U T(nKx).

n=1 n=1

Z Tw. Baire'a (bo Y prz. zupetna) istnieje n € N takie, ze

Int(T(nKx)) # 0.

Czyli istnieje yo € Y oraz € > 0 takie, ze yp + Ky C T(nKXx).
Skoro T(X) =Y, to istnieje xo € X taki, ze Txg = yp. Stad

EKy g T(nKx) — Yo = T(nKx) — T(Xo) = T(nKX — Xo)
T((n + lIxll)Kx) = (n + [xl) T(Kx).

Dzielac przez n+ ||xo|| i ktadac r := Tl Otrzymujemy )
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Z doktadnoscia do domkniecia jest to warunek z Lem. W celu
“pozbycia sie domkniecia” pokazemy, ze

T(Kx) C T(2Kx). (2)
Niech y € T(Kx). Istnieje x; € Kx taki, ze ||y — Txi|| < 5. Stad

(1) -
y— TX1 € LKY - lT(Kx) = T(le>

Stosujac to samo rozumowanie do y — Tx; € T( KX) mozemy
znalezé x, € 1Kx taki, ze ||(y — Txa) — Txo|| < £ i stad

y=Txa+x)=(—Txa)— Tx c ;Ky C T( KX)
Kontynuujac w ten sposéb otrzymujemy ciag {x,}22; C X taki, ze

Kx oraz y—T(xx+..+x,) € Q—rnKy.

Z tej drugiej relacji wynika, ze T(x; + ... + x,) = y w Y.

Xn € on—1
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Natomiast pierwsza relacja (oraz zupetnosé¢ X) gwarantuje, ze
szereg Y | X, jest zbiezny w X, bo jest zbiezny bezwglednie:

00 [ 0o 1
Sl <Xl <3 5 =2
n=1 n=1 n=1

W szczegélnosci, Y-, x, € 2Kx. Wykorzystujac ciagtosc
(ograniczono$¢) operatora T otrzymujemy

T (ix,,) =T ( lim x; + ... +x,,> = lim T(xq+...4+x,) =y,

n—oo n—oo
n=1

Czyli y € T(2Kx). To kofczy dowdd inkluzji (2).
W Swietle inkluzji (1) daje to rKy C T(2Kx) lub réwnowaznie

gKy C T(Kx)

Zatem T jest odwzorowaniem otwartym na mocy Lem. [
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Wn1. ( T € B(X,Y) oraz T bijekcja

-1
X, Y przestrzenie Banacha ) = T e B(Y,X) ’

Dowdd: Skoro T jest surjekcja, to na mocy Twierdzenia Banacha
jest odwozorowaniem otwartym. Czyli dla kazdego otwartego
zbioru U w X zbiér (T71)71(U) = T(U) jest otwarty w Y.
Zatem operator T jest ciagly, czyli ograniczony. [ |

Wn2. Kazde dwie poréwnywalne normy zupetne na przestrzeni
liniowej X s3 réwnowazne.

Dowdéd: Norma || - [|; jest stabsza, niz || - ||, jezeli
Jer>0 Vxex (X[ < allx

», czyli gdy operator identycznosciowy
id (X, || - 1l2) = (X, || - |l1) jest ograniczony. Skoro id bijekcja, to
na mocy Wn1l operator odwrotny id : (X, |- [[1) — (X, - |2)
jest ograniczony. Czyli 35,50 Vxex ||X|l2 < @||x]|1, co oznacza, ze

norma || - ||o jest stabsza, niz || - ||;. Zatem normy s3 réwnowazne.
|
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Def. Wykresem funkcji f : X — Y nazywamy zbiér
M(f) == {(x,f(x)) :x e X} S X x Y.

Lem. Wykres funkcji ciagtej jest domkniety, tzn.

< f : X — Y funkcja ciagta

X, Y przestrzenie metryczne ) = T(f) domkniety w Xx V"

Dowdd: Jesli (xo, o) € ['(f), to istnieje ciag (xn, yn) € [(f) taki,
ze (Xn, Yn) — (X0, Yo)- Z ciagtosci funkcji

f(x0) = limy_oo F(Xn) = iMoo Yo = Yo 3
Czyli (x0,y0) € T(f). A ’
Prz. Implikacja odwrotna w Lemacie 0

nie zachodzi. Np. X = Y = R oraz

1
f(X): x? Xfo’
0, x=0.
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Tw. (o wykresie domknietym)

Operator liniowy T : X — Y, gdzie X i Y przestrzenie Banacha,
jest ciagty (ograniczony) <= T ma domkniety wykres.

Dowdd: Potrzebujemy pokazaé tylko ‘«=". Zauwazmy, ze
1) X x Y przestrzen Banacha z ||(x,y)||xxy = ||x||x + ||y||y
2) T(T) jest domknieta podprzestrzenia liniowg w X x Y. ~E
Zatem [(T) jest przestrzenig Banacha z norma || - || xxy. Rzuty

P, :T(T)— X, gdzie Pi(x,Tx)=x,
P, . T(T)—Y, gdzie Py(x, Tx)= Tx,

s3 liniowe oraz ograniczone (||P1|| < 1, ||Pz|| < 1). Zauwazmy, ze
operator P; jest odwracalny. Zatem operator odwrotny

Pl:X —T(T), gdze P*(x)=(x,Tx)
jest ograniczonym na mocy Wn1. Stad operator
T=PopP!

jest ograniczony jako ztozenie operatoréw ograniczonych. [ |




