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Def. f : X → Y otwarte
def⇐⇒ ∀

U⊆X otwarty
f (U) otwarty w Y

Uw. Odwracalne odwzorowanie f : X → Y jest otwarte ⇐⇒
odwzorowanie odwrotne f −1 : Y → X jest ci¡gªe.

Ci¡gªa bijekcja f : X → Y jest homeomor�zmem ⇐⇒ jest
odwzorowaniem otwartym.

Niech KX := {x ∈ X : ‖x‖ < 1} oznacza kul¦ jednostkow¡ w
przestrzeni unormowanej X . Kul¦ o ±rodku w x0 ∈ X i promieniu
r > 0 mo»na zapisa¢ jako x0 + rKX = {x0 + ry : y ∈ Kx}.

Lem. Rozwa»my T : X → Y operator liniowy oraz otwarte kule
jednostkowe KX i KY w przestrzeniach unormowanych X i Y .

T jest odwzorowaniem otwartym ⇐⇒ ∃
r>0

rKY ⊆ T (KX ).

Je±li to zachodzi, to T jest surjekcj¡.

graphf unction
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T jest otwarty ⇐⇒ ∃
r>0

rKY ⊆ T (KX ).

Dowód:
�=⇒� Je±li T otwarte, to T (KX ) jest zbiorem otwartym. Skoro
0 ∈ T (KX ), to istnieje r > 0 takie, »e rKY ⊆ T (KX ). Ponadto

Y =
∞⋃
n=1

nrKY

wybór r

⊆
∞⋃
n=1

nT (KX )
wª. obrazu

= T (
∞⋃
n=1

nKX ) = T (X ).

Czyli T (X ) = Y .

�⇐=� Zaªó»my, »e rKY ⊆ T (KX ) dla pewnego r > 0. We¹my
zbiór otwarty U ⊆ X . Niech y ∈ T (U) i niech x ∈ U taki, »e
Tx = y . Skoro U otwarty, to istnieje δ > 0 taka, »e x + δKX ⊆ U .
Zauwa»my, »e

y + δrKY ⊆ y + δT (KX ) = Tx + δT (KX ) = T (x + δKX ) ⊆ T (U).

Czyli T (U) wraz z ka»dym punktem zawiera jego otoczenie.
Zatem T (U) jest zbiorem otwartym. �
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Twierdzenie Banacha o operatorze otwartym

Niech T ∈ B(X ,Y ), gdzie X i Y przestrzenie Banacha.

T jest surjekcj¡ ⇐⇒ T jest odwzorowaniem otwartym.

Dowód: �⇐=� wynika z Lem.
�=⇒� Zaªó»my, »e T jest surjekcj¡. Wtedy

Y = T (X ) = T (
∞⋃
n=1

nKX ) =
∞⋃
n=1

T (nKX ).

Z Tw. Baire'a (bo Y prz. zupeªna) istnieje n ∈ N takie, »e

Int(T (nKX )) 6= ∅.
Czyli istnieje y0 ∈ Y oraz ε > 0 takie, »e y0 + εKY ⊆ T (nKX ).
Skoro T (X ) = Y , to istnieje x0 ∈ X taki, »e Tx0 = y0. St¡d

εKY ⊆ T (nKX )− y0 = T (nKX )− T (x0) = T (nKX − x0)

⊆ T ((n + ‖x0‖)KX ) = (n + ‖x0‖)T (KX ).

Dziel¡c przez n + ‖x0‖ i kªad¡c r := ε
n+‖x0‖ otrzymujemy
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rKY ⊆ T (KX ). (1)

Z dokªadno±ci¡ do domkni¦cia jest to warunek z Lem. W celu
�pozbycia si¦ domkni¦cia� poka»emy, »e

T (KX ) ⊆ T (2KX ). (2)

Niech y ∈ T (KX ). Istnieje x1 ∈ KX taki, »e ‖y − Tx1‖ < r
2
. St¡d

y − Tx1 ∈ r
2
KY

(1)

⊆ 1
2
T (KX ) = T

(
1
2
KX

)
.

Stosuj¡c to samo rozumowanie do y − Tx1 ∈ T
(
1
2
KX

)
mo»emy

znale¹¢ x2 ∈ 1
2
KX taki, »e ‖(y − Tx1)− Tx2‖ < r

4
i st¡d

y − T (x1 + x2) = (y − Tx1)− Tx2 ∈ r
4
KY ⊆ T

(
1
4
KX

)
.

Kontynuuj¡c w ten sposób otrzymujemy ci¡g {xn}∞n=1 ⊆ X taki, »e

xn ∈
1

2n−1
KX oraz y − T (x1 + ... + xn) ∈ r

2n
KY .

Z tej drugiej relacji wynika, »e T (x1 + ... + xn)→ y w Y .
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Natomiast pierwsza relacja (oraz zupeªno±¢ X ) gwarantuje, »e
szereg

∑∞
n=1 xn jest zbie»ny w X , bo jest zbie»ny bezwgl¦dnie:∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

xn

∥∥∥∥∥ ¬
∞∑
n=1

‖xn‖ <
∞∑
n=1

1

2n−1
= 2.

W szczególno±ci,
∑∞

n=1 xn ∈ 2KX . Wykorzystuj¡c ci¡gªo±¢
(ograniczono±¢) operatora T otrzymujemy

T

(
∞∑
n=1

xn

)
= T

(
lim
n→∞

x1 + ... + xn
)

= lim
n→∞

T (x1+...+xn) = y ,

Czyli y ∈ T (2KX ). To ko«czy dowód inkluzji (2).

W ±wietle inkluzji (1) daje to rKY ⊆ T (2KX ) lub równowa»nie

r

2
KY ⊆ T (KX )

Zatem T jest odwzorowaniem otwartym na mocy Lem. �
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Wn1.

(
T ∈ B(X ,Y ) oraz T bijekcja
X ,Y przestrzenie Banacha

)
=⇒ T−1 ∈ B(Y ,X )

Dowód: Skoro T jest surjekcj¡, to na mocy Twierdzenia Banacha
jest odwozorowaniem otwartym. Czyli dla ka»dego otwartego
zbioru U w X zbiór (T−1)−1(U) = T (U) jest otwarty w Y .
Zatem operator T−1 jest ci¡gªy, czyli ograniczony. �

Wn2. Ka»de dwie porównywalne normy zupeªne na przestrzeni
liniowej X s¡ równowa»ne.

Dowód: Norma ‖ · ‖1 jest sªabsza, ni» ‖ · ‖2 je»eli

∃c1>0 ∀x∈X ‖x‖1 ¬ c1‖x‖2, czyli gdy operator identyczno±ciowy

id : (X , ‖ · ‖2)→ (X , ‖ · ‖1) jest ograniczony. Skoro id bijekcja, to
na mocy Wn1 operator odwrotny id : (X , ‖ · ‖1)→ (X , ‖ · ‖2)

jest ograniczony. Czyli ∃c2>0 ∀x∈X ‖x‖2 ¬ c2‖x‖1, co oznacza, »e

norma ‖ · ‖2 jest sªabsza, ni» ‖ · ‖1. Zatem normy s¡ równowa»ne.
�
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Def. Wykresem funkcji f : X → Y nazywamy zbiór

Γ(f ) := {(x , f (x)) : x ∈ X} ⊆ X × Y .

Lem. Wykres funkcji ci¡gªej jest domkni¦ty, tzn.(
f : X → Y funkcja ci¡gªa
X ,Y przestrzenie metryczne

)
=⇒ Γ(f ) domkni¦ty w X×Y .

Dowód: Je±li (x0, y0) ∈ Γ(f ), to istnieje ci¡g (xn, yn) ∈ Γ(f ) taki,
»e (xn, yn)→ (x0, y0). Z ci¡gªo±ci funkcji

f (x0) = limn→∞ f (xn) = limn→∞ yn = y0.

Czyli (x0, y0) ∈ Γ(f ). �

Prz. Implikacja odwrotna w Lemacie
nie zachodzi. Np. X = Y = R oraz

f (x) =

{
1
x
, x 6= 0,

0, x = 0.
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Tw. (o wykresie domkni¦tym)

Operator liniowy T : X → Y , gdzie X i Y przestrzenie Banacha,
jest ci¡gªy (ograniczony) ⇐⇒ T ma domkni¦ty wykres.

Dowód: Potrzebujemy pokaza¢ tylko `⇐='. Zauwa»my, »e
1) X × Y przestrze« Banacha z ‖(x , y)‖X×Y := ‖x‖X + ‖y‖Y
2) Γ(T ) jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ w X × Y .

Zatem Γ(T ) jest przestrzeni¡ Banacha z norm¡ ‖ · ‖X×Y . Rzuty
P1 : Γ(T )→ X , gdzie P1(x ,Tx) = x ,

P2 : Γ(T )→ Y , gdzie P2(x ,Tx) = Tx ,

s¡ liniowe oraz ograniczone (‖P1‖ ¬ 1, ‖P2‖ ¬ 1). Zauwa»my, »e
operator P1 jest odwracalny. Zatem operator odwrotny

P−11 : X → Γ(T ), gdzie P−11 (x) = (x ,Tx)

jest ograniczonym na mocy Wn1. St¡d operator

T = P2 ◦ P−11

jest ograniczony jako zªo»enie operatorów ograniczonych. �
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